Un exemple de feuilletage sur S3  by Laudenbach, François & Roussarie, Robert
Topopo/ogy Vol. 9. pp. 63-70 Perzamon Press, 1370. Pnnted in Gxat Britain 
UN EXEMPLE DE FEUILLETAGE SUR S3 
FRANCOIS LAUDENBACH et ROBERT ROUSARIE 
(Recrr le 27 mni 1969) 
Sl. IiiTRODUCTIOS 
LE PREWER exemple de feuilletage de codimension 1 sur S3 fut fourni par G. Reeb: ce 
feuilletage est rtalisi par recollement de deux “ composantes de Reeb” selon leur bord; il 
a une feuille compacte hom6omorphe h S’ x S’ et les autres feuilles sont hom6omorphes A 
R2 [3]. Plus rCcemment Novikov a montrl que tout feuilletage de S3 posstde une feuille 
compacte bordant une sous-vari&C de S3 homtomorphe & D’ x S’, oti le feuilletage est 
topologiquement tquivalent B la composante de Reeb; de plus toutes les feuilles compactes 
sont homComorphes B S’ x S’ [2]. Haefliger a pos6 la question de dCterminer la nature des 
feuilles non compactes possibles: il est tr6s facile, h partir du feuilletage de Reeb, de 
construire des feuilletages de S3 dont les feuilles non compactes sont hom6omorphes A S3 
moins un nombre fini de points. Mais peut-on construire des feuilletages dont certaines 
feuilles non compactes sont hom6omorphes A une surface orientable de genre g moins 
un nombre fini de points? 
Reinhart a donnt une rtponse affirmative B cette question en utilisant le thtorkme 
de fibration de Stallings (cf. Stallings [4] et Neuwirth [l]): Soit k un nceud dont le groupe 
a un commutateur de type fini. Le compllmentaire dans S3 d’un voisinage tubulaire T 
de k est fibrC sur S’. 
Cette fibration fournit un feuilletage J de S3 - int T, qui induit sur c?T un feuilletage 
par cercles. Soit +T le tube de rayon moitit. 3 se prolonge en un feuilletage de S3 - int (t_T, 
de sorte que Z(+T) soit une feuille; il se prolonge h S3 en FlaGant une composante de Reeb 
dans $T. Si k est un nceud torique de type (p, q), la fibre est de genre +(p - I)(q - 1)) 
nombre qui peut prendre toutes les valeurs entikres. 
Nous dtcrivons dans ce papier un exemple de feuilletage de S3 posstdant des feuilles 
homComorphes au tore moins trois points. La diffirence avec l’exemple prtctdent tient 
dans le plongement des composantes de Reeb du feuilletage: dans le premier cas il y a 
une seule composante de Reeb, qui est no&e; dans notre exemple, il y a trois composantes 
de Reeb non no&es et enlacies entre elles comme sur la figure. 
Ces exemples posent d’ailleurs la question de dtterminer les systtmes de lacets plongCs 
dans S3 susceptibles de dCcrire les composantes de Reeb d’un feuilletage de S3. 
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_Xotations 
$2. PRl?LIMINAIRES 
Si g est un entier naturel, on note S(g) la surface fermie orientable de genre g ; c’est 
une sphtre sur laquelle on a attach6 g anses. T(g) dlsigne la vari&C de dimension 3, obtenue 
en attachant sur le bord de O3 g arises solides. On a ST(g) = S(g). Par exemple T(1) est le 
tore solide S’ x Dz et 2T(l) = S’ x S’ = T’. 
Avec la dtfinition que nous avons donnCe de T(g), cette varittt est munie d’une d& 
composition en anses canonique, qui fixe du m&me coup un isomorphisme nl(T(g)) -+ Z*g, 
c’est-i-dire g g&lle’rateurs canoniques du groupe fondamental. Par ailleurs il existe un plonge- 
ment de T(g) dans R’ oh les arises ne sont ni enlakes ni nouies; tous les plongements qui 
posstdent cette propriCt6 ont, B isotopie prts, m&me image dans R3. Nous les appellerons 
plongements standards et, en gCnCra1, nous choisirons une fois pour toutes un plongement 
standard, qui nous permettra d’identifier T(g) h son image dans R’. 
Convention 
Soit T une courbe simple dans R3. Se donner un voisinage tubulaire U de y, ce sera 
non seulement se donner I’espace topologique sous-jacent, mais aussi la structure fibrCe 
construite a i’aide de la structure Riemannienne habituelle de Iw3. En plus, il existe une 
triviaZi.sution canonique (A isotopie prts) de U, c’est-&dire un morphisme fibrt 
F:S1 x D2-+U 
avec la propri& suivante: pour tout x E D2, x # 0, la courbe simple F(S’ x {x}) est non 
enlacCe avec y. Dans la suite, quand nous ferons une chirurgie sur 7, nous conviendrons 
qu’elle est faite avec la trivialisation canonique de U. 
Description de la situation 
Pour T(2), nous choisissons le plongement standard dont l’image est reprCsentPe sur la 
Fig. 1. Les deux ginkateurs canoniques sont repkent& en homotopie libre par les 
courbes simples C, et C2. 
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FIG. 1 
Soient P le plan de symhie, qui Cchange C, et C2; E, (resp E2) le demi-espace limit6 par 
P contenant C1 (resp C,); A le disque intersection de P et de T(2), ‘/ son bord. Dam E, 
(resp E,) on considkre la courbe simple C,’ (resp C,‘) enlaCant une fois C, (resp Cz); C,’ 
et C,’ sent prises dans le compllmentaire de T(2). Soient enfin U,, U, , UI’, U2’ des petits 
voisinages tubulaires fermls respectivement de C,, C2, Cl’, C2’. 
PROPosrTIo;u 1. Ii existe unpIongement cp : T(2) - int (U, u UJ + S3 - int T(2) telque 
40/s(~) = Idlsc2,. De plus, si T’(2) dksigne Ie rhdtat des dew chirurgies d’indice 2 effectue’es 
sur Cl et C, , cp seprolonge en un diffe’omorphisme de T’(2) sur S3 - int T(2) et Ies chirurgies 
rkiproques se font sur C,’ et C,‘. 
Preuve. Soit D, un disque inclus dans T(2) n Ez, bordC par y, tangent B S(2) le long 
de 7, ne rencontrant d(T(2) n EJ que suivant y et enfin ne rencontrant pas U2. On con- 
sidkre aussi son symktrique Dz . On pourra supposer que D, v Dz est la sph?re unit6 de 
R3 centrte en 0. La partie de T(2) contenant C, et limitle par D, est l’image de T(1) par un 
plongement standard; on note TV cette image. De mCme on dlfinit ~2. On a TV v ~2 = T(2) 
et T1 v 2 est la boule unit6 centrle en 0. 
Rappelons que la sphke S3 s’tcrit naturellement comme l’union de deux tares solides: 
S3 = S’ x D2 u 0’ x S’. De plus, remplacer I’injection du tore dans le tore solide 
S’ x S’G S1 x D2 par l’injection S’ x S’q 0’ x S’, c’est faire une oplration de chirurgie. 
11 est alors clair que S3 - int(U, v U,‘) a une structure de voisinage tubulaire du 
tore a~,. L’automorphisme de symttrie de ce voisinage tubulaire par rapport i sa section 
nulle 27, fournit un plongement q1 : ~~ - int U1 + S3 - int ?,, qui est l’identitt sur a~,. si 
on note r; le rtsultat de la chirurgie effectuee sur C, dans TV, ql se prolonge en un diffio- 
morphisme de TV’ sur S3 - int TV, la chirurgie rkiproque se faisant sur C,‘. 
Soit B, la boule anguleuse limitee par A et D,. On peut choisir la structure de voisinage 
tubulaire que l’on met sur S3 - int(U, v U,‘) de telle sorte que y,,B, soit la restriction B 
Bl de l’inversion p de centre 0 et de puissance 1: en effet on peut toujours prolonger une 
structure fibrte donnCe au-dessus d’un disque D, de a~,. 
On construit (p2 de faGon symktrique; maintenant on d&nit q par 
m7Y2) n El = (PlIT(2)n El 
(PI7-(2) n Ez = 9217(2)nEz 
On constate que qlla = pld. = qzlA et que par conskquent q est bien dCl?ni, continu et 
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ividemment injectif. En outre qjScl, est I’idenGG. Puisquz wI et q2 sont C” et yu’ils ont 
mgme jet le long de A, i savoir celui de I’incersion p, 0 est lui-mime C”. On observe que 
S3 = T(2) u Im p u U,’ u Liz’. Enfin T’(2) est la somme connexe sur le bord des tares 
solides TV’ et TV' dPcrits PIUS haut; puisque vi (resp wz) se prolonge h 7,’ (resp r?‘).y se 
prolonge B T’(2). 
cqfd 
En kcrivant S’ comme le quotient 1!?I, on obtient T3 comme le quotient du cube 13. 
La projection naturelle p : I3 + T’ associe h tout point (s, y, I) E f3 le point (ezizx, eziny, 
e2? E T3. 
FIG. 2 
On considtre dans ce cube trois tubes disjoints V,, Vz , V, , respectivement paralltles aux 
trois arks du cube. On note X = I3 - int(V, u Vz u V,). L’image p(X), notCe Z, est le 
compl6mentaire dans T’ des inttrieurs de trois tubes p( VI), p( V2), p( V,) dont les imes sI, s2 , 
s3 sont des reprkentants des gkkrateurs naturels de n1(T3). Ces tubes ont une trivialisation 
canonique et quand, dans la suite, on parlera de chirurgies efTectutes ur sI, 51 ou A-?, , il sera 
sous-entendu que ces chirurgies sont faites avec ces trivialisations. 
PROPOSITION 2. (1) II existe un plo,tgement F de Z sur le complkmentaire dans S3 de 
trois tubes O,, 0, , 0, . Dans R3 ces trois tubes sont note noue^s et enlact? comme sw la Fig. 3. 
FIG. 3 
(2) F se proionge en un dij%omorphisme de T’ sur S’, 017 T’ tlksigne le risultat des trois 
chirurgies eflectuies sw sL, s2 . s3 dms T3. 
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Prewe. La projection naturelle p : I’ -+ T’ se factorise comme il est indique sur le 
diagramme 
T' X I 
Oh p’ associe a (1, y, z) E I’ le point (e2in-x. ezixy, z). Pojonj Y= p’(X); on a Z = 
p(X) = p”( Y). 
(a) Plongements de Y dan S’. 
On remarque d’abord que ~‘(1~ - int VI) = (T’ - int 0’) x I. On choisit UII plonge- 
ment standard de T( 1) =_ S’ x D’ dam R3 ; il fournit un plongement de S’ x S’ x I lorsqu’on 
identifie ce dernier espace a un voisinage collier de S’ x S’ dans S’ x D’, S’ x S’ x {O> 
itant identifie h Z(S’ x 0’). Par restriction on a un plongementf: (T’ - int 0’) x 1-t IR’. 
Y etant un sous-espace de (2”’ - int 0’) x I, f/ Y est un plongement de Y dans T(1). Les 
intersections de Y avec les fibres de T(1) sont des trois types suivants: 
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11 existe une isotopie de f jusqu’a un plongement de (T’ - int 0’) x I dont I’image est un 
tore plein a deux arises T(2) en position standard dans R’. En effet on commence par 
deformerfjusqu’a ce que son image soit 1”‘ipaississement” dans R3 de I’espace A, obtenu 
par plombage de deux fibrb triviaux sur S’. 
FIG. 6 
Ensuite une deformation facile de A x I permet d’arriver jusqu’a l’image standard de T(2). 
Nous noterons H un diffeomorphisme de S3 qui prolonge B S3 la dlformation prece- 
dente. Avec les notations de la proposition 1, on a Hfp’(V,) = U,, Hfp’(V,) = U, et Hf 
respecte les trivialisations canoniques des tubes; enfin H,,(Y) = T(2) - int(U, u U,) et 
Hf(z((T* - int 0’) x Z)) = S(2). Quant a Hf(a(D’) x I), c’est une bande B sur S(2) dont 
la classe d’homotopie dans T(2) est le commutateur de ses deux gentrateurs canoniques. 
Considerons maintenant Ie plongement cp donni par la proposition 1. Si i : Z((T’ - 
int 02) x I)cr (T’ - int 0’) x I est l’injection naturelle du bord, qui en fait est h image 
dans Y, le diagramme suivant est commutatif, puisque qIs(2) = Idls(2,: 
/ 
a((T2 -int D2) xl) yYTs3 
\ 
i Hf 
(T2-int D2)x / 
/ 
Soit 2, = Y u (T’ - int 0’) x 1. Le recollement sur le bord de cpHfiy et de Hfdonne un 
S((T* - int D*) X I) 
plongement F1 : Z, + S3. 
2, est le complkmentaire des tubes p’( V,) et p’( V2) dans le double de (T2 - int 0’) x I. 
Si Z, ‘ dtsigne le resultat des chirurgies effect&es sur ces deux tubes, d’aprks la proposition 1, 
Fl se prolonge en un diffeomorphisme Fl’ : Z,’ --) S3. 
(b) Plongement de Z dans 2, 
Dans ce paragraphe Yet (T” - int 0’) x I seront consider& comme sous-espace de Z,. 
Soit v3 un tube de I3 - (V, u Vz) ayant m&mes extrPmit& que V3 et tel qu’au dehors de 
ces extrPmitCs tout point de V, soit interieur a p3. 







Notons X = I3 - int(V, u VI u r3), T= p’(X) et Z = Pu (T’ - int 0’) x 1, la reunion 
&ant prise dans 2,. 
II est clair que Z E Y u (T’ - int 0’) x I z 2. 
,-----B 
(P - int 02) x El 
Finalement en identifiant 2 h 2, comme partie de Z,, F,,z est un plongement de Z dans S3, 
qui est le plongement cherchl F. On observe que S3 - F(Z) est constitut des tubes 8, = U;, 
d2 = U,’ et Q3 = F,(Z, - z), ce dernier &ant isotope a un voisinage tubulaire d’une courbe 
simple y tracte sur S(2) representant le commutateur des generateurs de T(2). Ceci achbve 
de dtmontrer la premiere partie 
Nous avons deja demontre que F(Z) u 0, u 0, etait diffeomorphe au resultat de la 
chirurgie effectuee sur s1 et .s2 dans T3 - int p’(V,). Considerons alors les deux genlrateurs 
de 7r,(8p(V3)) naturellement fournis par la trivialisation. Celui qui est homotope a zero 
dans p( V,), a une image par Fe representee par la courbe 7 sur S(2). Celui qui est genlrateur 
de nr(p’(VJ) est nul dans rc,(z,_ Alors F(Z) u 8, u /32 u e3 est diffeomorphe au 
resultat des trois chirurgies effectutes sur si, s3, s3. 
cqfd 
Remarque. Soient dans le tore solide T(1) deux courbes simples y1 et yz enlacees comme 
suit. 
FIG. S 
Soient 0, et G2 des voisinages tubulaires de y1 et ‘il.. Alors Z est encore diEomorphe a 
T(i) - int(0, u e,). 
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COROLLAIRE. II existe un feuilletage du tore solide, conrenant deux composantes de Reeb 
enlace’es comme sur lafigure 8, dont les feuilles inte’rieures ci T(1) - int(8, u 6J sont homPo- 
morpfres B un tore mains trois points. 
Preuve. Soit le feuilletage de iR3 par Ies plans d’equation x + y f z =i.. L’image de ce 
feuilletage par I’application exponentielle est un feuilletage 3 dans T3 dont les feuilles sont 
des tores. Les tubes p(V,), p(V,) et p(V,) sont transverses a ce feuilletage. En faisant tour- 
billonner ce feuilletage autour des tubes, on obtient un feuilletage de Z dont les feuilles 
interieures sont homtomorphes A un tore moins trois points. Le corollaire decoule de la 
remarque ci-dessus. 
11 est clair qu’en placant une composante de Reeb dans le complementaire du tore 
solide on obtient le feuilletage de S3 annonce dans l’introduction. 
Revenons, pour finir, a l’exemple de Reinhart. 11 existe un lacet y dans S3 - int T 
transverse aux feuilles et non noul. Cet exemple fournit done aussi un feuilletage du tore 
solide. 
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